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Аннотация. Представлено детальное исследование трёх фундаментальных алгебраиче-

ских законов: коммутативности, ассоциативности и дистрибутивности в контексте подготовки 

преподавателя математики. Подчёркивается, что глубина усвоения указанных законов определяет 

способность педагога формировать у школьников подлинное алгебраическое мышление. Посред-

ством анализа математической природы каждого закона, области его применения и ограничений 

раскрывается, как изучение этих законов преобразует предметное знание студента педагогиче-

ского вуза в эффективный методический инструмент.  
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Современная парадигма педагогического образования требует от будущего учителя                 

не только владения предметным содержанием, но и понимания его логико-методологических             

основ, а также умения транслировать данное понимание ученикам. Наиболее показательным 

примером разрыва между формальным знанием и его глубинным осмыслением выступают                  

три базовых алгебраических закона: коммутативности, ассоциативности и дистрибутивности.  

В сознании многих студентов-педагогов они остаются заученными в начальной школе 

«свойствами сложения и умножения», не образующими целостной системы и не имеющими               

чётких границ применимости.  

Подобное положение ведёт к профессиональной беспомощности, когда преподаватель                    

не может аргументированно объяснить [5], например, почему неверно равенство                                   

𝑠𝑖𝑛(𝛼 + 𝛽) = 𝑠𝑖𝑛 𝛼 +  𝑠𝑖𝑛 𝛽, ограничиваясь указанием «так нельзя, запомни». 

Значимость углубленного изучения названных законов в педагогическом вузе обуслов-

лена их особым статусом. Они представляют минимальный набор принципов, который, с одной 

стороны, структурирует всю элементарную математику, а с другой – служит источником наибо-

лее устойчивых и массовых ошибок учащихся.  

Понимание сути законов позволяет учителю видеть за множеством частных случаев                 

общие закономерности и, соответственно, выстраивать обучение не как передачу суммы правил, 

а как формирование системы понятий. 

Системное и философски осмысленное рассмотрение законов коммутативности, ассоци-

ативности и дистрибутивности составляет ядро формирования предметно-методической компе-

тентности будущего учителя математики [6].  
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Представляем развернутое математическое и толкование каждого закона, также пока-

зано, как данные законы, будучи рассмотрены в качестве системы, служат основой для класси-

фикации и анализа типичных учебных трудностей. 

Углубленное профессиональное понимание начинается с четкого различения интуитив-

ного представления о законе и его строгой математической роли как аксиомы, определяющей 

структуру. Рассмотрим каждый закон по отдельности. 

Коммутативный закон сложения утверждает: от перемены мест слагаемых сумма не меня-

ется (1.1).  

 

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 𝑎 + 𝑐 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎 + 𝑐 = 𝑏 + 𝑐 + 𝑎 = 𝑐 + 𝑎 + 𝑏 = 𝑐 + 𝑏 + 𝑎,        (1.1) 

 

Практическая проверка этого закона проста (1.2): 

 

2 + 3 + 1 = 3 + 1 + 2 = 6,                                                    (1.2) 

 

Сумма трех величин посчитанная справа налево, слева направо, а затем и произвольно 

смешанная, неизменно приводит к тому же результату.  

Коммутативный закон умножения формулируется аналогично: от перемены мест сомно-

жителей произведение не меняется (2.1, 2.2).  

 

𝑎 × 𝑏 × 𝑐 = 𝑎 × 𝑐 × 𝑏 = 𝑏 × 𝑎 × 𝑐 = 𝑏 × 𝑐 × 𝑎 = 𝑐 × 𝑎 × 𝑏 = 𝑐 × 𝑏 × 𝑎,         (2.1) 

 

2 × 3 × 5 = 5 × 2 × 3 = 30,                                                  (2.2) 

 

Результат не зависит от того, какой элемент является «первым», а какой «вторым». Для сло-

жения и умножения чисел свойство настолько естественно, что часто воспринимается как неотъем-

лемая черта любой «операции». 

Ключевой педагогический вывод заключается в том, что коммутативность представляет 

собой скорее исключение, нежели правило в мире математических операций. Закон отражает 

идею независимости от порядка там, где порядок не несёт семантической нагрузки, например, 

при объединении множеств или сложении длин. Однако там, где порядок принципиален, опера-

ция становится некоммутативной. 

Границы действия закона иллюстрируются классическими контрпримерами: вычитание     

(5 − 3 ≠ 3 − 5) и деление (12/4 ≠ 4/12). Более сложные и важные для учителя примеры включают: 

– Умножение матриц: для матриц A и B, вообще говоря, 𝐴 · 𝐵 ≠  𝐵 · 𝐴. 

– Композиция функций: (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑔(𝑥)), как правило, не равна (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥). 

– Векторное произведение: 𝑎 × 𝑏 = − (𝑏 × 𝑎 ) (антикоммутативность). 

Следовательно, коммутативность – не «свойство арифметики», а частный случай симмет-

рии, требующий доказательства для каждой новой операции. Для учителя это означает необхо-

димость прививать ученикам не привычку менять местами, а привычку задаваться вопросом: 

«Допустимо ли в данной ситуации менять порядок?». 

Ассоциативный закон, как и коммутативный, работает относительно сложения и умно-

жения и имеет две формулировки: значение суммы не зависит от того, как сгруппированы                     

слагаемые; произведение не зависит от того, как сгруппированы сомножители (3.1, 3.2). 

 

(𝑎 + 𝑏) +  𝑐 = 𝑎 + (𝑏 + 𝑐),                                                          (3.1) 

 

(𝑎 × 𝑏) × 𝑐 = 𝑎 × (𝑏 × 𝑐),                                                    (3.2) 

 

Ассоциативность лежит в основе возможности алгоритмизации. Благодаря ей суще-

ствуют однозначные алгоритмы сложения и умножения многозначных чисел, допустимо груп-

пировать слагаемые или множители для упрощения вычислений. Ассоциативность также явля-

ется необходимой аксиомой для определения алгебраической структуры группы. 

  



 

 

212 

 

 

Границы действия закона становятся очевидны при его нарушении, что делает операцию 

«хрупкой» и требующей явного указания порядка. Контрпримеры: 

– Вычитание: (10 − 5) − 2 = 3, но 10 − (5 − 2) = 7. 

– Деление: (12/6)/2 = 1, но 12/(6/2) = 4. 

– Возведение в степень: (23)2  =  82  =  64, но 232
= 29 = 512. Степень не ассоциативна. 

Отсюда следует, что ассоциативность – это привилегия, а не общее право. Учителю 

важно подчеркивать, что возможность опускать скобки в выражениях типа a-b-c основана                         

на соглашении о порядке вычислений слева направо, а не на действии ассоциативного закона. 

Данный закон – единственный из рассматриваемых – связывает две различные операции, 

обычно сложение (+) и умножение (×). Если выражение состоит из произведения суммы слага-

емых на сомножитель, то результат равен сумме произведений каждого слагаемого на сомножи-

тель (4.1, 4.2). 

 

(𝑎 + 𝑏) × 𝑐 = 𝑎 × 𝑐 + 𝑏 × 𝑐,                                                 (4.1) 

 
(𝑎 − 𝑏) × 𝑐 = 𝑎 × 𝑐 − 𝑏 × 𝑐,                                                 (4.2) 

 

Сущность закона состоит в описании того, как одна операция распределяется относи-

тельно другой. Закон формализует процедуры раскрытия скобок, когда умножение «проникает» 

внутрь суммы, и вынесения общего множителя как обратной операции. Дистрибутивность обес-

печивает «проницаемость» одной структуры для действия другой. 

Дистрибутивный закон выступает краеугольным камнем всех алгебраических преобразо-

ваний. Он лежит в основе умножения многочленов, разложения на множители, решения уравне-

ний. Именно в данной области сосредоточено большинство ошибок. Дистрибутивность – кон-

кретное отношение между конкретными операциями. Её нельзя автоматически распространять 

на другие пары. 

– Ложное обобщение на возведение в степень относительно сложения: (𝑎 + 𝑏)² = 𝑎² + 𝑏². 
Ошибка возникает из-за непонимания, что возведение в квадрат – не умножение на 2, а частный 

случай умножения (𝑎 + 𝑏) × (𝑎 + 𝑏), где дистрибутивность применяется корректно, порождая 

три слагаемых. 

– Ложное обобщение на логарифмы и тригонометрию: 𝑙𝑜𝑔(𝑎 + 𝑏) = 𝑙𝑜𝑔 𝑎 + 𝑙𝑜𝑔 𝑏                   

или 𝑠𝑖𝑛(𝛼 + 𝛽) = 𝑠𝑖𝑛 𝛼 + 𝑠𝑖𝑛 𝛽. Ученик интуитивно пытается «распределить» внешнюю функ-

цию на слагаемые, но ни логарифм, ни синус не являются операциями умножения, и дистрибу-

тивный закон к ним неприменим. 

– Нарушение дистрибутивности справа/слева для некоммутативных операций: векторное 

произведение дистрибутивно, но 𝑎 × (𝑏 + 𝑐 ) = 𝑎 × 𝑏 + 𝑎 × 𝑐 , при этом порядок в правой 

части менять нельзя. 

Итак, дистрибутивность – это специфическое соглашение между двумя операциями.             

Учителю необходимо постоянно акцентировать, что применение закона требует явной проверки: 

«Распределяет ли данная операция относительно другой?». 

Глубокое понимание законов, рассмотренное выше, непосредственно преобразуется                  

в профессиональные умения учителя. 

Учитель, вооружённый знанием данной триады, получает четкую классификационную 

схему. Ошибка 5 − 3 = 3 − 5  представляет собой нарушение гипотезы о коммутативности                

вычитания. Ошибка 10 − 5 − 2 = 10 − (5 − 2) есть нарушение гипотезы об ассоциативности. 

Ошибка (𝑎 + 𝑏)² = 𝑎² + 𝑏² является ложным обобщением дистрибутивности. Подобный подход 

позволяет перейти от констатации факта ошибки к целенаправленной коррекции, воздействуя не 

на симптом, а на причину – ложную индуктивную гипотезу ученика. 

Вместо авторитарного запрета учитель может строить объяснение как исследование [7]. 

«Проверим гипотезу, что 𝑠𝑖𝑛(𝑥 + 𝑦)  равен 𝑠𝑖𝑛 𝑥 +  𝑠𝑖𝑛 𝑦 . Возьмём конкретные значения:                       

𝑥 = 30°, 𝑦 = 60°. Левая часть: 𝑠𝑖𝑛(90°) = 1. Правая: 0.5 + √3/2 ≈ 1.366. Значения не совпа-

дают! Следовательно, гипотеза о том, что синус «распределяется» относительно сложения,                   

неверна. Синус – не умножение, для него действуют иные законы». Подобное объяснение фор-

мирует научный стиль мышления. 
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Знание законов позволяет учителю видеть преемственность тем [8]. Коммутативность                

и ассоциативность, введённые в начальной школе для чисел, позже проверяются для операций                

с одночленами, многочленами, векторами, матрицами. Дистрибутивность, изучаемая как свой-

ство умножения числа на сумму, становится основой для умножения многочлена на многочлен. 

Учитель в состоянии прямо указывать на эту связь, укрепляя целостность математической                 

картины мира у ученика. 

Детальное рассмотрение законов коммутативности, ассоциативности и дистрибутивно-

сти в рамках профессиональной подготовки учителя математики представляет собой не углубле-

ние в абстрактную теорию, а вклад в практическую эффективность. Указанные законы образуют 

минимально достаточную концептуальную систему, которая: 

– Структурирует предметное знание учителя, преобразуя его из набора фактов в логич-

ную сеть. 

– Вооружает точным диагностическим и объяснительным инструментарием для работы 

с наиболее распространёнными когнитивными трудностями учащихся. 

– Формирует у будущих педагогов принципиально важную установку: любое математи-

ческое утверждение, даже кажущееся очевидным, обладает своей областью применимости               

и нуждается в осмыслении либо проверке [5]. 

Следовательно, интеграция философско-методологического анализа данных законов                  

в курсы алгебры, элементарной математики и, особенно, методики преподавания должна стать обя-

зательным элементом современной программы педагогического вуза. Учитель, ясно видящий 

«скелет» алгебры, состоящий из трёх указанных опор, способен научить своих учеников не бояться 

математики, а понимать её внутреннюю гармонию и логику. 
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